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I Generalites sur les suites 

1.1 Suites d'elements d'un ensemble quelconque 
Definition 

Une suite d'elements d'un ensemble E est une application u de N dans E ) ou ce qui revient 
au meme une famille d'elements de E indicee par N. 

L'image u(n) est notee u n et appelee terme d'indice n, ou terme general, de la suite u, et 
u en est le terme initial 

La suite u est elle-meme notee (u n ) ne ^ , ou (u n ) n >Q. 
Remarques 

On parle de suite numerique si E = K. ou C, reelle si E — R, et complexe si E — C. 

- On ne confondra pas la suite (u n ) n > et l'ensemble {u n) n G N} de ses valeurs. 
En fait deux suites (u n ) n >o et (v n ) n >o sont egales <^VnGN,w n = ^. 

Par exemple, les suites de termes generaux u n = (— l) n et v n = (— l) n+1 sont distinctes, mais 
elles ont le meme ensemble de valeurs { — 1,1}. 

La donnee d'une suite complexe (z n ) n >o equivaut a celle de deux suites reelles (u n ) n >o et 
(v n )n>o definies par : Vn G N, z n = u n + iv n) c'est-a-dire u n = Re (z n ) et v n = Im (z n ). 

1.2 Suites extraites 

Definition 

Soit (u n ) n >o une suite d'un ensemble E. 

On appelle suite extraite de la suite u toute suite v de E dont le terme general peut s'ecrire 
v n = %>(n), P est une application strictement croissante de N dans lui-meme. 

Proposition 

|| Avec les notations de l'enonce, et pour tout entier n, (p(n) > n. 
Remarques 

- Si (p(n) =n + p (pGN), la suite v est notee (u n ) n > p (son terme initial est u p ). 

{la suite (u2 n ) n >o des termes d'indices pairs : (f(n) = 2n, 
la suite (^2n+i)n>o des termes d'indices impairs : (p(n) = 2n + 1. 

Les definitions et proprietes qui vont suivre seront donnees pour des suites (u n ) n > 0) mais elles 
peuvent etre adaptees aux suites (u n ) n > p) avec des changements de notation evidents. 

1.3 Suites periodiques ou stationnaires 

Definition (Suites constantes ou stationnaires) 
Soit (u n ) n >o une suite d'un ensemble E. 

Elle est dite constante s'il existe a dans E tel que Vn G N, u n = a. 

Elle est dite stationnaire s'il existe a dans E et n dans N tels que : Vn > n , u n = a. 
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Definition (Suites periodiques) 
Soit (u n ) n >o une suite cTun ensemble E. 

Elle est dite periodique s'il existe un entier positif p tel que : Vn G N, u n+p = u n . 
Si un entier p satisfait a cette propriete, tous ses multiples y satisfont aussi. 
La periode de la suite u est alors l'entier positif minimum p qui verifie cette propriete. 
On dit alors que la suite u est p-periodique. 

Remarques 

- Les suites constantes sont les suites 1-periodiques. 

- Si la suite (u n ) n >o est p-periodique, alors {u n) n G N} = {u n ,n G [0,p — 1]}. 

1.4 Suites definies par recurrence 
Definition 

Soit / une application de E dans et soit a un element de E. 

On peut definir une suite (u n ) n >o de E par : 

o La donnee de son terme initial Uq = a. 

o La relation de recurrence : Vn G N, u n +\ = f(u n ). 

On dit alors que la suite u est definie par recurrence. 

Remarque 

Si / n'est definie que sur une partie V de il faut verifier, pour assurer l'existence de la 
suite u, que a appartient aDet que pour tout n de N : u n G V u n+ i G V. 

Exemple 

On definit une suite reelle (u n ) n >o par : u G M et Vn G N, = yfl — u n 

Pour que cette suite ait un sens il faut en particulier que u\ existe, c'est-a-dire uq < 1. 

Mais pour que u 2 existe il faut u\ = \fl — Uq < 1, c'est-a-dire u > 0. 

La condition < u < 1 est suffisante pour assurer l'existence de la suite u, car l'intervalle 
[0, 1] est stable par f(x) = y/l — x. 

Recurrences de pas superieur 

On peut egalement definir des suites par des recurrences de pas 2 (ou superieur), c'est-a-dire 
en se donnant les deux termes initiaux u et u\ et une relation de recurrence : 

Vn G N, u n+2 = f(u n ,u n + 1 ) 
ou / est une application a valeurs dans definie sur E x E ou sur une partie de E x E. 
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1.5 Generalities sur les suites numeriques 

Dans la suite de ce chapitre, on note K = 1R ou C. Les elements de K sont appeles scalaires. 

Definition (Operations sur les suites numeriques) 
Soient (u n ) n >o et (v n ) n >o deux suites numeriques (c'est-a-dire a valeurs dans K.) 
On definit la suite somme s et la suite produit p par : Vn G N, s n = u n + v n , et p n = u n v n . 
On definit le produit Xu de la suite (u n ) n >o par un scalaire A : le terme general en est Xu n . 

Definition (Suites numeriques bornees) 

La suite numerique (u n ) n > est dite bornee s'il existe M > tel que : Vn G N, \u n \ < M, 
c'est-a-dire si 1 'ensemble des valeurs prises par cette suite est borne dans K (on utilise la 
valeur absolue pour les suites reelles, le module pour les suites complexes.) 

Remarque 

Les suites constantes, stationnaires ou periodiques sont evidemment des suites bornees (tout 
simplement parce qu'elles ne prennent qu'un nombre fini de valeurs.) 

Definition (Suites reelles monotones) 
Soit (u n ) n >o une suite de nombres reels. 
La suite u est dite croissante si : Vn G N, u n < u n +i. 

Cela equivaut a : m < n ^ u m < u n . 
Elle est dite decroissante si : Vn G N, u n > u n +\. 

Cela equivaut a : m < n u m > u n . 
Elle est dite monotone si elle est croissante ou decroissante. 

Definition (Suites reelles strictement monotones) 
La suite u est strictement croissante si : Vn G N, u n < u n +\. 

Cela equivaut a : m < n u m < u n . 
Elle est strictement decroissante si : Vn G N, u n > u n +\. 

Cela equivaut a : m < n ^ u m > u n . 
Elle est strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement decroissante. 

Definition (Suites reelles majorees ou minorees) 
Soit (u n ) n >o une suite de nombres reels. 
La suite u est majoree si : 3MGi,VnGN,w n < M. 

Cela equivaut a dire que 1 'ensemble de ses valeurs est majore dans BL 
Elle est dite minoree si : 3 m G M, Vn G N, m < u n . 

Cela equivaut a dire que l'ensemble de ses valeurs est minore. 
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Remarques 

Une suite reelle u est bornee <^> elle est majoree et minoree. 

- Notons — u la suite de terme general — u n . Pour les deux suites u et —u, 
L'une est minoree l'autre est majoree 
L'une est croissante l'autre est decroissante. 

L'une est strictement croissante l'autre est strictement decroissante. 
Cette remarque permet de se ramener a des suites croissantes et/ou majorees. 

1.6 Suites arithmetiques ou geometriques 

On note toujours K = 1R ou C. 
Definition 

Une suite (u n ) n > est dite arithmetique s'il existe un scalaire r tel que Vn G N, u n +\ — u n +r. 
Le scalaire r est appele raison de la suite arithmetique. II est defini de facon unique. 
Remarques 

- La suite u est const ante si r = 0. 

- Si K = M, elle est strictement croissante si r > 0, strictement decroissante si r < 0. 

- Pour tout n de N, u n = u + nr, et plus generalement : 

V (n,p) G N 2 , u n = u p + (n — p)r. 

- Reciproquement, si le terme general d'une suite (u n ) n >o s'ecrit u n = a + nb, alors (u n ) n >o est 
la suite arithmetique de premier terme u = a et de raison b. 

Proposition 

|| La suite (u n ) n >o est arithmetique <^> Vn G N, u n + u n+2 = 2^ n+ i- 
Definition 

On dit que trois scalaires a, 6, c sont en progression arithmetique s'ils sont des termes 
successifs d'une suite arithmetique : cela equivaut a dire que a + c = 2b. 

Proposition 

La somme des n premiers termes d'une suite (u n ) n > arithmetique de raison r est : 

n(n - 1) n 
S n = / = nu Q H r = - (u +u n - 1 ). 

k=0 

Plus generalement, la somme de n termes successifs est : 

m+n— 1 

En 

k=m 

Definition (Suites geometriques) 

Une suite (u n ) n > est dite geometrique s'il existe un scalaire q tel que Vn G N, = qu n . 

Le scalaire g est appele raison de la suite geometrique (il est defini de facon unique, sauf si 
Uq = 0, auquel cas la suite u est identiquement nulle, ce qui n'a pas beaucoup d'interet). 
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Remarques 

- La suite u est constante si q — 1 ; elle est stationnaire en (a partir de n = 1) si q = 0. 

- Si K = R et si q > 0, la suite u garde un signe constant et est monotone. 
Plus precisement : 

Si uq > et q > 1, la suite u est positive strictement croissante. 
Si uq > et < q < 1, la suite u est positive strictement decroissante. 
Si uq < et q > 1, la suite u est negative strictement decroissante. 
Si uq < et < q < 1, la suite u est negative strictement croissante. 

- Si K = K. et q < 0, alors pour tout n les termes u n et u n +i sont de signes contraires. 
La suite u n'est done pas monotone. 

- Vn G N, u n = u q n . Plus generalement : V(n,_p) G N 2 , p < n ^ u n = u p q n ~ p . 

- Reciproquement, si le terme general d'une suite (u n ) n >o s'ecrit u n = aq n , alors (u n ) n >o est la 
suite geometrique de premier terme u = a et de raison q. 

Proposition 

|| La suite (u n ) n >o est geometrique pour tout entier n : u n u n+2 = u n +i- 
Definition 

On dit que trois scalaires a, 6, c sont en progression geometrique s'ils sont des termes 
successifs d'une suite geometrique : cela equivaut a dire que ac = b 2 . 

Proposition 

La somme des n premiers termes d'une suite (u n ) n > geometrique de raison q est : 



n— 1 n—1 



2 _ qTi 

• Si q ^ 1, S n = u k = u o y^ q k = u - • Si q = 1, S n = rax . 

1 — a 

/c=0 /c=0 4 

m+n— 1 ^ 

Plus generalement, si q ^ 1, la somme de n termes successifs est : ^ = u m 



l-q 

k=m 

Definition (Suites arithmetico-geometriques) 

|| La suite (u n ) n > est dite arithmetico- geometrique si 3 (a, 6) G K, Vn G N, = au n + 6. 
Remarques 

- Si b = 0, e'est une suite geometrique. Si a = 1, e'est une suite arithmetique. 

- Supposons a ^ 1 : soit a l'unique scalaire verifiant a = aa + b (done a = -^-^ ). 
Alors la suite (u n — a) est geometrique de raison a : Vn G N, — a = a(^ n — a). 
On en deduit l'expression generale de u n : Vn G N,u n = a n (u — a) + a. 
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II Limite d'une suite numerique 

II. 1 Definitions generates 

Definition 

Soit u = (u n ) n >o une suite de nombres reels. 

- On dit que la suite u tend vers +oc (quand n tend vers +oc) si : 
\/A e R,3N e N, n > N u n > A. 

- On dit que la suite u tend vers — oo (quand n tend vers +oc) si : 
\/A e R,3N e N, n > N u n < A. 

- Soit £ un nombre reel. 
On dit que la suite u tend vers £ (quand n tend vers +oc) si : 

> 0,3iV e N, n>N^£-£<u n <£ + e (c'est-a-dire \u n - £\ < e). 

Definition 

Soit £ un element de M = 1RU {— oo, +oc}. 

Si la suite u tend vers £ quand n tend vers l'infini, on dit que £ est limite de la suite u. 

u —> £ 

On note alors indifferemment : limu = £, ou lim u n = £ ) ou 71 . 

cx) n ^ oo CXj 

Remarques 

- Une suite peut tres bien ne posseder aucune limite. 
C'est le cas de la suite de terme general (— l) n . 

Une suite stationnaire admet une limite : la valeur en laquelle elle "stationne" ! 

Proposition (Unicite de la limite) 
Soit u = (u n ) n >o une suite de reels, admettant une limite £ dans R. 
Alors cette limite est unique (on l'appelle done la limite de la suite u). 

Definition (Extension au cas des suites complexes) 
Soit (z n ) n >o une suite de nombres complexes. 
On dit que la suite z admet le nombre complexe £ pour limite, si : 
Me > 0, 3 TV G N, n > N => \z n - £\ < e (il s'agit ici du module). 

Remarques 

- On verifie encore Tunicite de £ (si existence!) et on utilise les memes notations. 

- Si on note £ = a + z6, et pour tout n, z n = a n + i(3 n (a, 6, a nj f3 n reels), on verifie : 



lim z„ = £ <^4> 



lim a n = a 

n — > oo 



lim (3 n = b 

Cette remarque ramene done a l'etude de deux suites reelles. 
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Definition (Suites convergentes ou divergentes) 

Soit u = (u n ) n >o une suite numerique (c'est-a-dire une suite deK = Mou C). 

On dit que la suite u est convergente si elle admet une limite dans K (dans R s'il s'agit 
d'une suite reelle, dans C s'il s'agit d'une suite complexe). 

Dans le cas contraire, on dit qu'elle est divergente (c'est notamment le cas des suites reelles 
tendant vers ±oc). 

II. 2 Proprietes des suites admettant une limite 

Les enonces suivants s'appliquent a des suites numeriques admettant une limite £. 

Dans le cas des suites reelles, £ est un element de R. 
Dans le cas de suites complexes, £ est un element de C. 

Proposition 

|| Si une suite numerique (u n ) n >o est convergente, alors elle est bornee. 
Remarque 

La reciproque est fausse comme le montre l'exemple de la suite de terme general (— l) n . 
Proposition (Limite des suites extmites) 

|| Si la suite u = (u n ) n >o a pour limite t, alors toute suite extraite de u admet £ pour limite. 
Remarques 

II se peut que u n'ait pas de limite, mais que certaines de ses suites extraites en aient une. 

- Si deux suites extraites de la suite u ont des limites differentes, alors on est certain que la 
suite u n'a pas de limite. 

C'est le cas de la suite de terme general (— l) n : 

La suite de ses termes d'indice pair converge vers 1. 
La suite de ses termes d'indice impair converge vers —1. 

Proposition (Operations sur les limites) 

1. Si lim u n = £ ) alors lim \u n \ = \£\ (en notant | ± oo| = +oc ). 

n oo n — >■ oo 

2. Si lim u n = £ et lim v n —t\ alors : 

i — > oo n—^oo 

lim (u n + v n ) = £ + £ 1 (si £ + £ ' existe dans R) 

n — > oo 

lim (u n v n ) ££' (si ££' existe dans R) 

n — > oo 

3. Si lim u n = £ et si A est un scalaire non nul, alors lim \u n = X£. 

n^oo n oo 

4. Si lim u n = £ ^ 0, alors ]n o GN,n>n o 4ti n ^0. 

i i i 

On a alors : lim — = - (en posant 0). 

n^oo U n £ ±OC 
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Remarques 

- Pour le 1., la reciproque est fausse comme on le voit avec u n = (— l) n . 
En revanche, lim u n = <^> lim \u n \ 0. 



n—>oo 



- Si t est fini, lim u n = £ lim (u n — £) = 4=> lim \u n — £\ = 

n^oo n — > oo n — > oo 

- Pour le 3., si A = 0, on a bien sur : Vn G N, = 0. 

Proposition 

Si lim u n = + , alors lim — = +oc. 

n^oo n^oo U n 

Si lim ?i n = 0~, alors lim — = — oo. 

n^oo n^oo U n 

II. 3 Limites et ordre dans la droite numerique achevee 
Proposition 

Soient (u n ) n > et (v n ) n > deux suites reelles, de limites respectives I et £ f dans M. 
S'il existe un entier n tel que (n > n u n < v n ) ) alors £ <£' . 

Remarques 

- Si (n > n ^> u n < v n ), alors on ne peut la encore affirmer que £ < £' . 

- Cas particuliers : 

Soit A un reel (le cas le plus utile etant A = 0), et n un entier naturel. 
Si (n > no u n < A) alors £ < A. 
Si (n > n => u n > A) alors £ > A. 

Si £ < £ f ) alors il existe un entier n a partir duquel on a l'inegalite stricte u n < v n . 
Si £ < A, 3 no tel que : n > n => u n < A. 
Si £ > A , 3 n tel que : n > n => u n > A. 

1^1 

- Si £ est un reel non nul : 3n G N tel que n > n =► K| > y . 

12 

Cette propriete est utile pour majorer - — r par — . 

\Un\ \f\ 

Proposition (Principe des gendarmes) 
Soit (u n ) n > , (^n)n>o, (w n ) n > trois suites reelles. 
On suppose que lim u n = lim v n = I, ou £ G R. 

n — > oo n — > oo 

S'il existe un entier n tel que : n > n ^> u n < w n < v n , alors lim ^ n = £ 
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Proposition (Autres proprietes liees a la relation d'ordre) 
Si lim u n = et si (n > n => \v n \ < \u n \), alors lim v n = 0. 

n oo n — >■ oo 

Si lim 2i n = et si la suite (v n ) n > est bornee, alors lim u n v n = 0. 

n — > OO 72 — > oo 

Si lim ii n +oc et si (n > n ^ n > ^n)? alors lim v n +oo. 

n — > oo n — > oo 

Si lim 2i n — oo et si (n > n ^> v n < u n ), alors lim v n — oo. 

n — ► oo n — ► oo 

Proposition 

Soient ^ et v deux suites a valeurs positives telles que : Vn>n , Un + 1 < ^ n+1 . 
Dans ces conditions : lim v n = lim ?z n = 0. 

n — > oo n — >■ oo 

De meme : lim u n = +oc lim v n = +oo. 

n — > oo n — > oo 

II. 4 Suites reelles monotones, et consequences 

Theoreme 

Soit (^ n ) n >o une suite reelle croissante. 
Si cette suite est majoree, alors elle est convergent e. 
Plus precisement, lim u n = sup{^ n ,n > 0}. 

n — > oo 

Si cette suite n'est pas majoree, alors lim u n = +oo. 

n oo 

En considerant la suite de terme general (— u n ) n >o, on en deduit le result at suivant : 

Proposition 

Soit (u n ) n >o une suite reelle decroissante. 
Si cette suite est minoree, alors elle est convergent e. 
Plus precisement, lim u n = mi{u n ,n > 0}. 

n — > oo 

Si cette suite n'est pas minoree, alors lim u n = — oo. 

n — >■ oo 

Definition (Suites adjacentes) 

On dit que deux suites reelles (u n ) n > et (v n ) n > sont adjacentes si Tune d'elles est croissante, 
l'autre decroissante, et si lim (v n — u n ) = 0. 

n — > oo 

Proposition 

Soient (^ n ) n >o et (^ n ) n >o deux suites reelles adjacentes. 
Alors ces deux suites sont convergent es et elles ont la meme limite. 

Theoreme (des segments emboites) 
On considere une suite (I n )n>o de segments de M. 

On suppose que cette suite est decroissante pour l'inclusion : Vn, C I n . 
Si on note d n la longueur du segment I n) on suppose que lim d n = 0. 

n oo 

Alors l'intersection des segments I n se reduit a un point : 3 a e K, f^j / n — {^}- 

Page 10 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A. 

Tous droits de l'auteur des ceuvres reserves. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation 
individuelle et privee sont interdites. 



cours de mathematiques 

Suites de nombres reels 
Partie II : Limite (Tune suite numerique 



Theoreme (de Bolzano-Weierstmss) 
De toute suite bornee de IR, on peut extraire une suite convergente. 
Cette propriete s'etend egalement aux suites bornees de C. 

11. 5 Suites de Cauchy 
Definition 

On dit qu'une suite numerique (u n ) n > est une suite de Cauchy si : 
V£ > 0, 3n G N tel que : Vn > n ,Vm > n , \u m — u n \ < e. 

Remarques et proprietes 

- Une definition equivalente a la precedente est : 

> 0,3n G N tel que : Vn > n , V_p > 0, \u n+p — u n \ < e . 

- Si une suite numerique (u n ) n > est de Cauchy, alors elle est bornee. 

- Toute suite numerique convergente est une suite de Cauchy. 

- Soit (z n ) n >o une suite de C, et pour tout n de N, a n = Re (z n ) et b n = Im (z n ). 

La suite (z n ) n >o est de Cauchy les suites reelles (a n ) n > , (& n )n>o sont de Cauchy. 

Theoreme 

|| Soit (u n ) n >o une suite numerique. Si elle est de Cauchy, alors elle est convergente. 

11. 6 Limites particulieres 

Suites arithmetiques : Soit (u n ) n > une suite reelle, arithmetique de raison r. 
Si r = 0, la suite u est const ante. 
Si r > 0, lim u n +oc. Si r < 0, lim u n — oo. 

n — > oo n oo 

Suites geometriques 

Soit (u n ) n >o une suite de K ou C, geometrique de raison q ) avec u ^ 0. 

La suite u converge si et seulement si : 

!ou bien \q\ < 1, et alors lim u n = 0. 
n oo 
ou bien q — 1, et alors la suite est constante en u . 

Suites recurrentes 

Soit (u n ) n >o une suite definie par une relation de recurrence u n+ i = f(u n ). 

Si / est continue, et si la suite u est convergente, alors sa limite £ verifie f(£) = £. 
Resoudre l'equation f(x) = x donne done les limites eventuelles de la suite u. 

Limites utiles : Soit a un reel > 1 et n un entier > 1 

& n Til Tl n 

lim — = +oc. lim — = +oc. lim — = +oc. 

n^oo ft n^oo & n n^oo Til 
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COURS DE MATHEMATIQUES 



Suites de nombres reels 
Partie II : Limite (Tune suite numerique 



11. 7 Formes indeterminees 

Soient (u n ) n > et (v n ) n > deux suites reelles, de limites respectives £ et £ f dans M. 
On dit qu'on a affaire a la forme indeterminee : 

a oc — oc" si on veut calculer lim(u n + v n ) et si £ = +00, £ f — oo. 
a x oc" si on veut calculer lim(u n v n ) et si £ = 0, £ f = ±00. 

u n 
"-" si on veut calculer lim — et si £ = £ r = 0. 
v n 

OO 11 

" — " si on veut calculer lim — et si £ = ±oc et £' = ±oo. 

oc v n 

Le calcul de lim u n v n donne lieu a trois formes indeterminees : 

Ti — > OO 

si^=let^ / = ±oc. 
a oc°" si^ = +ocet^ / = 0. 
a 0°" si^ = ^ / = 0. 

Toutes ces formes indeterminees peuvent se ramener aux deux premieres. 
Pour les trois dernieres, il suffit par exemple de poser u v = exp(vln(u)). 

Dans une forme indeterminee, "tout est possible". Chaque probleme doit done etre resolu 
individuellement (comme on dit, il faut "lever" la forme indeterminee). 

11. 8 Pratique de Petude des suites reelles 

Penser a etudier la monotonie 

L'etude d'une suite reelle passe tres souvent par celle de sa monotonie. 

C'est done un reflexe a avoir que de verifier si la suite etudiee est croissante ou decroissante. 

On etudiera pour cela le signe de la difference u n +i—u n , ou on comparera le rapport u n +i/u n a 

I lorsque le terme general u n s'exprime en termes de produits, de puissances ou de factorielles. 

Suites u n +i = f(u n ) : limites eventuelles et intervalles stables 

Pour une suite definie par une recurrence u n+ i = f(u n ), et si Tapplication / est continue, on 
cherchera les limites eventuelles en resolvant l'equation fix) = x. 

II est recommande d'etudier le signe de f(x) — x, et d'identifier des intervalles stables par / 
(souvent un intervalle separant deux points fixes successifs de /). 

Exemple : 

o Supposons que a et (3 soient les seules solutions de f(x) — x. 

o Supposons en outre que a < x < (3 a < f(x) < x < (3. 

o Si Uq /?[, alors par une recurrence evidente : Vn e N, a < u n +i < u n < (3 

o On conclut que la suite decroissante minoree, converge vers a (seule limite possible ici). 
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